
УДК 517.968.7

ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ОБМЕЖЕННЯМИ I КЕРУВАННЯМ
ПРОЕКЦIЙНО-IТЕРАТИВНИМ МЕТОДОМ

А. Ю. Лучка, О. Б. Нестеренко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We give a substantiation for applying the projection-iteration method to solve a boundary-value problem
for integral-differential equations with restrictions and a control.

Обосновано применение проекционно-итеративного метода к решению краевой задачи для ин-
тегро-дифференциальных уравнений с ограничениями и управлением.

1. Об’єкт дослiдження. Розглянемо задачу

(Lx)(t) = f(t) + C(t)λ+

b∫
a

H(t, s)(Mx)(s)ds, (1)

U(x) = γ,

b∫
a

S(t)x(t)dt = α, (2)

в якiй
(Lx)(t) = x(m)(t) + p1(t)x(m−1)(t) + . . .+ pm(t)x(t),

(Mx)(t) = q0(t)x(r)(t) + . . .+ qr(t)x(t), r < m,

коефiцiєнти {p1, . . . , pm, q0, . . . , qr} ⊂ L2[a, b], f ∈ L2[a, b], ядро H(t, s) є сумовним iз ква-
дратом за сукупнiстю змiнних, C(t) i S(t) — (1× l)- i (l × 1)-матрицi, елементи яких — лi-
нiйно незалежнi, сумовнi з квадратом на вiдрiзку [a, b] функцiї, U — стала (m×1)-матриця,
елементи якої мають вигляд

Uν(x) =
m∑

i=1

(
ανix

(i−1)(a) + βνix
(i−1)(b)

)
,

γ ∈ Rm, α ∈ Rl є заданими, а x ∈ Wm
2 [a, b] та λ ∈ Rl пiдлягають визначенню.

У статтях [1, 2] було розглянуто питання iснування та єдиностi розв’язку задачi (1), (2)
i обґрунтовано застосування до неї iтерацiйного та проекцiйного методiв. Однак цi мето-
ди не завжди можна застосувати, оскiльки, як вiдомо, iтерацiйний метод має обмежену
область застосування i може збiгатись повiльно, а для проекцiйного методу характерною
є проблема нестiйкостi. Для послаблення цих проблем у данiй статтi запропоновано до
задачi (1), (2) застосовувати проекцiйно-iтеративний метод.
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2. Проекцiйно-iтеративний метод. Суть проекцiйно-iтеративного методу полягає в то-
му, що для побудови наближених розв’язкiв задачi (1), (2) використовуються iдеї як про-
екцiйних, так i iтерацiйних методiв.

Для побудови наближених розв’язкiв за проекцiйно-iтеративним методом потрiбно
задати диференцiальний оператор

(Ax)(t) = x(m)(t) + c1(t)x(m−1)(t) + . . .+ cm(t)x(t)

iз неперервними на [a, b] коефiцiєнтами, (m×n)-матрицю Φ(t) та (n×m)-матрицю Ψ(t) iз
сумовними з квадратом елементами на [a, b], такi, що стовпцi матрицi Φ(t) i рядки матрицi
Ψ(t) є лiнiйно незалежними, а також знайти диференцiальний оператор

(Bx)(t) = (Ax)(t)− (Lx)(t).

Нехай наближення (xk−1(t), λk−1) до шуканого розв’язку вже побудовано, отже, вiдо-
мою є також функцiя yk−1(t). Тодi за проекцiйним методом знаходимо функцiю

zk(t) = xk−1(t) + δk(t), (3)

де поправка δk(t) — розв’язок задачi

(Aδk)(t) = C(t)βk + Φ(t)µk, U(δk) = 0, (4)

в якiй невiдомi вектори βk ∈ Rl та µk ∈ Rm визначаються таким чином, щоб справджува-
лись обмеження

b∫
a

S(t)δk(t)dt = 0 (5)

та умова
b∫

a

Ψ(t)(yk(t)− yk−1(t)− Φ(t)µk)dt = 0. (6)

Тут

yk(t) = f(t) + (Bzk)(t) +

b∫
a

H(t, s)(Mzk)(s)ds. (7)

Пiсля цього наступне наближення визначаємо iтерацiйним методом, тобто, враховуючи
формулу (7), iз допомiжної задачi

(Axk)(t) = C(t)λk + yk(t), U(xk) = γ,

b∫
a

S(t)xk(t)dt = α. (8)

Початкове наближення (x0(t), λ0) знаходимо iз задачi (8) при k = 0 i заданiй функ-
цiї y0(t).
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Припустимо, що однорiдна задача

(Ax)(t) = C(t)λ, U(x) = 0,

b∫
a

S(t)x(t)dt = 0 (9)

має лише тривiальний розв’язок. Тодi згiдно з лемою 1 [1] задача (4), (5) та задача (8)
мають єдинi розв’язки i справджуються формули

δk(t) =

b∫
a

G(t, s)Φ(s)µkds, (10)

xk(t) = h(t) +

b∫
a

G(t, s)yk(s)ds, (11)

λk = σ +

b∫
a

Γ(s)yk(s)ds. (12)

Нехай

Y (t) =

b∫
a

G(t, s)Φ(s)ds, (13)

тодi на пiдставi формул (3), (10) маємо

zk(t) = xk−1(t) + Y (t)µk, (14)

а формула (7) з урахуванням (14) набирає вигляду

yk(t) = f(t) + (Bxk−1)(t) +

b∫
a

H(t, s)(Mxk−1)(s)ds+ (BY )(t)µk +

b∫
a

H(t, s)(MY )(s)dsµk,

або, використовуючи позначення

vk(t) = f(t) + (Bxk−1)(t) +

b∫
a

H(t, s)(Mxk−1)(s)ds, (15)

Z(t) = (BY )(t) +

b∫
a

H(t, s)(MY )(s)ds, (16)

отримуємо
yk(t) = vk(t) + Z(t)µk. (17)
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Пiдставляючи вираз (17) в умову (6), для визначення вектора µk ∈ Rn отримуємо
систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Λµk = dk, (18)

де

dk =

b∫
a

Ψ(t)εk(t)dt, εk(t) = vk(t)− yk−1(t), (19)

Λ =

b∫
a

Ψ(t)(Φ(t)− Z(t))dt. (20)

За умови iснування єдиних розв’язкiв задачi (9) i системи (18) послiдовнi наближення
(xk(t), λk) проекцiйно-iтеративним методом будуються однозначно.

Зауважимо, що побудова матрицi Y (t) за формулою (13) рiвносильна знаходженню
розв’язку задачi

(AY )(t) = C(t)E + Φ(t), U(Y ) = 0,

b∫
a

S(t)Y (t)dt = 0, (21)

в якiй (l × n)-матриця E пiдлягає визначенню.

3. Обґрунтування методу. Встановимо, що метод (3) – (8) для задачi (1), (2) зводиться
до проекцiйно-iтеративного методу для iнтегрального рiвняння

y(t) = g(t) +

b∫
a

K(t, s)y(s)ds, (22)

де

K(t, s) = (BG)(t, s) +

b∫
a

H(t, ξ)(MG)(ξ, s)dξ, (23)

g(t) = f(t) + (Bh)(t) +

b∫
a

H(t, s)(Mh)(s)ds. (24)

Справдi, у статтi [1] стверджується, що задача (1), (2) рiвносильна iнтегральному рiв-
нянню (22), а iз формул (3), (10), (11) очевидним чином випливає правильнiсть спiввiдно-
шення

zk(t) = h(t) +

b∫
a

G(t, s)(yk−1(s) + Φ(s)µk)ds. (25)
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Пiдставляючи вираз (25) у формулу (7) i використовуючи позначення (23) i (24), отримує-
мо

yk(t) = g(t) +

b∫
a

K(t, s)(yk−1(s) + Φ(s)µk)ds. (26)

На основi аналiзу формул (26) та (6) приходимо до висновку, що цi формули виража-
ють суть проекцiйно-iтеративного методу стосовно iнтегрального рiвняння (22), умови
збiжностi якого та оцiнки похибки встановлено у низцi праць, зокрема [3, 4].

Припустимо, що проекцiйно-iтеративний метод стосовно iнтегрального рiвняння є
збiжним, тобто iснує розв’язок y∗ ∈ L2[a, b] рiвняння (22) i послiдовнiсть {yk(t), k ≥ 0},
побудована за методом (26), (6), збiгається за нормою в L2[a, b] до цього розв’язку. Тодi,
переходячи до границi у спiввiдношеннях (11), (12), одержуємо

lim
k→∞

xk(t) = x∗(t), lim
k→∞

λk = λ∗,

де

x∗(t) = h(t) +

b∫
a

G(t, s)y∗(s)ds, λ∗ = σ +

b∫
a

Γ(s)y∗(s)ds. (27)

Враховуючи формули (27) та позначення (23), (24), можна встановити рiвнiсть

f(t) + C(t)λ∗ +

b∫
a

H(t, s)(Mx∗)(s)ds− (Lx∗)(t) = g(t)− y∗(t) +

b∫
a

K(t, s)y∗(s)ds,

яка визначає зв’язок мiж розв’язками задачi (1), (2) та рiвнянням (22). Отже, за умови
iснування розв’язку y∗(t) iнтегрального рiвняння (22) задача (1), (2) має розв’язок, який
зображується формулами (27).

Для методу (3) – (8) можна встановити оцiнки похибки, якi безпосередньо випливають
iз оцiнок похибки y∗(t)− yk(t) [3, 4] та спiввiдношень

x∗(t)− xk(t) =

b∫
a

G(t, s)(y∗(s)− yk(s))ds, λ∗ − λk =

b∫
a

Γ(s)(y∗(s)− yk(s))ds,

отриманих на пiдставi формул (11), (12) та (27).
Iз викладеного випливає правильнiсть наступного твердження.

Теорема. Нехай однорiдна задача (9) має лише тривiальний розв’язок, матриця Λ,
яка визначається формулою (20), є невиродженою i проекцiйно-iтеративний метод
(26), (6) для iнтегрального рiвняння (22) є збiжним. Тодi iснує розв’язок x∗ ∈ Wm

2 [a, b],
λ∗ ∈ Rl задачi (1), (2) i послiдовнiсть {xk(t), λk, k ≥ 0}, побудована за методом (3) – (8),
рiвномiрно збiгається до цього розв’язку.

4. Обчислювальна схема. Для побудови наближених розв’язкiв проекцiйно-iтеративним
методом доцiльно використовувати обчислювальнi схеми. Наведемо одну з таких схем,
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згiдно з якою обчислення варто роздiлити на двi частини. До першої частини слiд вiднес-
ти допомiжнi обчислення, куди входять такi операцiї:

1) задаємо оператор (Ax)(t), матрицi Φ(t) та Ψ(t) i знаходимо оператор (Bx)(t);
2) визначаємо iз задачi (21) матрицю Y (t) i будуємо матрицю Z(t) за формулою (16);
3) використовуючи формулу (20), знаходимо матрицю Λ.
Друга частина обчислень пов’язана з побудовою наближених розв’язкiв. Наближений

розв’язок (xk−1(t), λk−1) уже нам вiдомий. Тодi для побудови наступного виконуємо такi
операцiї:

1) за формулою (15) знаходимо функцiю vk(t);
2) знаходимо, згiдно з формулами (19), вiдхил εk(t) та вектор dk;
3) формуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (18) i розв’язуємо її;
4) використовуючи формулу (17), знаходимо функцiю yk(t);
5) знаходимо наближений розв’язок (xk(t), λk) iз допомiжної задачi (8).
Зауважимо, що початкове наближення знаходимо iз задачi (8) при k = 0 i заданiй

функцiї y0(t), а при побудовi матриць Y (t), Z(t), Λ можна користуватись способом, ви-
свiтленим в обчислювальнiй схемi проекцiйного методу статтi [2].

Приклад. Розглянемо задачу

x′′(t) = 23λ+ 175

1∫
0

(3
√
ts− 2)x(s)ds, (28)

x(0) = 3, x(1) = 6,

1∫
0

(7− 9t)x(t)dt = 9, (29)

i застосуємо до неї проекцiйно-iтеративний метод. При побудовi наближених розв’язкiв
будемо користуватись запропонованою обчислювальною схемою, згiдно з якою поперед-
ньо треба знайти матрицi Z(t) та Λ.

Нехай n = 2, (Ax)(t) = x′′(t), а елементи матриць Φ(t) та Ψ(t) є такими:

ϕ1(t) = 100, ϕ2(t) = 900t, ψ1(t) = 3, ψ2(t) = 6t. (30)

Тодi, враховуючи спiввiдношення (16), (20), (21), для визначення елементiв матриць

Z(t) =
(
ξ1(t) ξ2(t)

)
, Y (t) =

(
η1(t) η2(t)

)
, Λ =

(
c11 c12
c21 c22

)
, (31)

отримуємо формули

ξi(t) = 175

1∫
0

(3
√
ts− 2)ηj(s)ds, (32)

cij(t) =

1∫
0

Ψi(t)(ϕj(t)− ξj(t))dt, j = 1, 2, (33)
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i задачу

η′′j (t)dt = 23σj + ϕj(t), ηj(0) = ηj(1) = 0,

1∫
0

(7− 9t)ηj(t)dt = 0, j = 1, 2. (34)

Розв’язуючи задачу (34) з урахуванням даних (30), маємо

η1(t) = 0, η2(t) = 150t3 − 198t2 + 48t, (35)

а виконуючи обчислення за формулами (32), (33) з використанням виразiв (30), (31), (35),
знаходимо

ξ1(t) = 0, ξ2(t) = 1575− 2120
√
t, (36)

Λ =
(

300 865
300 2163

)
. (37)

Пiсля цього переходимо до побудови наближених розв’язкiв. Нехай y0(t) = −230, тодi
x0(t) = 3 + 3t, λ0 = 10 — єдиний розв’язок задачi

x
′′
0(t) = 23λ0 − 230, x0(0) = 3, x0(1) = 6,

1∫
0

(7− 9t)x0(t)dt = 9,

який приймаємо за початкове наближення.
Перше наближення знаходимо за такою схемою:
1. Обчислюємо функцiю

v1(t) = 175

1∫
0

(3
√
ts− 2)x0(s)ds = 175

1∫
0

(3
√
ts− 2)(3 + 3s)ds = 1680

√
t− 1575. (38)

2. Використовуючи формули (38) та (30), знаходимо вiдхил

ε1(t) = v1(t)− y0(t) = 1680
√
t− 1345

i компоненти вектора d1 за формулами

d1
1 =

1∫
0

Ψ1(t)ε1(t)dt =

1∫
0

3(1680
√
t− 1345)dt = −675,

(39)

d2
1 =

1∫
0

Ψ2(t)ε1(t)dt =

1∫
0

6t(1680
√
t− 1345)dt = −3.
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3. Беручи до уваги вирази (37) i (39), формуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь(
300 865
300 2163

) (
µ1

1

µ2
1

)
=

(
−675
−3

)
i знаходимо її розв’язок

µ1
1 = −48581

12980
, µ2

1 =
336
649

. (40)

4. З урахуванням формул (38), (36) та (40) обчислюємо функцiю

y1(t) = v1(t) + µ1
1ξ1(t) + µ2

1ξ2(t) =
1575
649

(240
√
t− 313). (41)

5. Перше наближення визначаємо iз задачi

x
′′
1(t) = 23λ1 + y1(t), x1(0) = 3, x1(1) = 6,

1∫
0

(7− 9t)x1(t)dt = 9,

розв’язуючи яку з використанням виразу (41), отримуємо

x1(t) = 3 + 3t+
20160
649

(t− 6t2 + 5t2
√
t), λ1 =

251055
14927

. (42)

Якщо ввести позначення

ρ =
19
649

, a =
2704
437

, p(t) = t− 6t2 + 5t2
√
t,

спiввiдношення (42) можна записати у виглядi

x1(t) = 3 + 3t+ 32(1− ρ)p(t), λ1 = 17− aρ.

Таким самим способом будуємо наступнi наближення. Виконуючи вiдповiднi обчислен-
ня, отримуємо

xk(t) = 3 + 3t+ 32(1− ρk)p(t), λk = 17− aρk. (43)

Оскiльки ρ < 1, то, переходячи до границi у рiвностi (43) при k → ∞, знаходимо

lim
k→∞

xk(t) = x∗(t) = 3 + 3t+ 32p(t), lim
k→∞

λk = λ∗ = 17. (44)

Безпосереднiми обчисленнями неважко перевiрити, що (x∗(t), λ∗) — єдиний розв’язок за-
дачi (28), (29).

На основi формул (43) i (44) знаходимо похибку k-го наближення

x∗(t)− xk(t) = 32ρkp(t), λ∗ − λk = aρk, k ∈ N,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2009, т . 12, N◦ 1



ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКIВ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 91

яка характеризує швидкiсть збiжностi проекцiйно-iтеративного методу стосовно задачi
(28), (29). Так, при k = 5 маємо

x∗(t)− x5(t) = 0, 68816 · 10−6p(t), λ∗ − λ5 = 0, 13307 · 10−6.

Зауважимо, що до задачi (28), (29) iтерацiйний метод [1] не можна застосувати, оскiль-
ки вiн є розбiжним, а для отримання наближеного розв’язку з точнiстю 10−6 за проекцiй-
ним методом [2] потрiбно взяти чималу кiлькiсть координатних функцiй.
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